9.1.11 Kombinatorické ulohy bez opakovani

Piedpoklady: 090109

Pedagogicka poznamka: Tato hodina slouZi jednak k zopakovani probraného, ale zejména
k praktickému nacviku kombinatoriky v situaci, ve které neni z kontextu jasné,
jaky ze vzorcl pouZit.

Opakovani z minulych kombinatorickych hodin:
* Pokud moznosti vybéru navzajem kombinujeme, ziskdme celkovy pocet moZnosti
ndsobenim.
* Pokud miiZeme moZnosti rozdélit do mnoZin s prdzdnym prinikem, ziskdme celkovy
pocet moZnosti souctem.

* Pokud z n prvkl vybirdme k a tvofime z nich uspofddanou k-tici, mdme

V. (n) = (n+'k)' moznosti (variace).

* Pokud z n prvkii vybirdme n a tvofime z nich uspotfddanou n-tici, mdme P (n) =n!
moznosti (permutace).
* Pokud z n prvkl vybirdme k a tvofime z nich neuspotddanou k-tici, mame
!
K, (n)=

n.
(n—k)!&!

Pr.1: Ve sportce je kazdy tyden ze 49 Cisel taZeno 6 Cisel a poté jedno Cislo doplikové.
a) Kolika zptisoby miize dopadnout tah, pokud neuvazujeme doplitkové ¢islo?

z w7

b) Kolika zptisoby mtze dopadnout tah, pokud doplitkové ¢islo uvazujeme?

moZnosti (kombinace).

i a) Kolika zptisoby miize dopadnout tah, pokud neuvazujeme doplitkové ¢islo?
- Vybirdme 6 Cisel ze 49, nezéleZi na tom, v jakém potadi &isla vytahneme, pouze na tom, kterd

' jsme vytdhli = sestavujeme 6-prvkovou kombinaci ze 49 = (

49 !
P 13983816
6 ) 436!

| MOZnosti.

' b) Kolika zpiisoby miiZe dopadnout tah, pokud dopliikové ¢islo uvazujeme?

- Mdme jiz vybranou 3estici a k nim ze zbylych &isel vybirdme jedno dal3f &islo, které od
. zbyvajicich odliSujeme (je dopliikové), na jeho vybér mdme 43 moZnosti, tyto moznosti
- kombinujeme se viemi moZnostmi pii vybéru normalnich Sesti &isel =

(49
g ( ) jm = 601304088 moznosti.

Pr.2: 7Znamé modelka VV ma obrovsky Satnik s velkym vybérem modelii. Naptiklad pro
pekné pocasi ma 15 (6 od prvni a 9 od druhé sponzorské firmy) druhii kloboukii, 58
(24 od prvni a 34 od druhé sponzorské firmy) raznych kostymii a 32 (20 od prvni a
12 od druhé) para bot. Kolika riznymi zplisoby mlize zkombinovat jednotlivé ¢asti
obleceni tak, aby byla celd vybavena od jedné firmy?

- Pokud md byt oblecena pouze od jedné z firem, musi mit vSechny ¢4sti odévu bud’ od prvni
' nebo od druhé firmy. Tyto dvé moznosti se navzdjem vylucuji, celkovy pocet moznosti tak
. ziskdme jako soucet moZnosti obledeni od prvni firmy a moZnosti oble¢eni od druhé firmy.



-+ Oblegeni od prvni firmy: 6 moZnosti klobouk, 24 moznosti kostymii, 20 moZnosti
! bot, kazdé z bot miiZzeme kombinovat se v§emi kostymy a klobouky = celkovy pocet
moznosti ziskdme vyndsobenim: 6[24[20 =2880.

* Obleceni od druhé firmy: 9 moznosti kloboukti, 34 moznosti kostymti, 12 mozZnosti
bot, kazdé z bot miZeme kombinovat se vSemi kostymy a klobouky = celkovy pocet
moznosti ziskdme vyndsobenim: 93412 =3672.

Celkem md modelka 6[24[20+9[34 2 = 6552 mozZnosti, jak se obléknout tak, aby byla celd
. vybavena od jedné firmy.

Pr. 3:  Urci pocet vSech péticifernych Cisel, v jejichz zdpisu je kazda z Cislic 0, 2, 4, 5, 7.
Kolik z téchto cCisel je: a) délitelnych Sesti, b) vétsich nez 500007

Celkovy pocet Cisel:

- Dosazujme postupné moZnosti na jednotlivé cifry: 4[4 320 =96 (na prvni misto nesmime

+ déat 0).

Jiny postup:

. VSechny moznosti, jak sefadit ¢islice (tvofime uspofadané pétice z péti prvki): 5!

Ne kazda usporadana pétice z Cislic 0, 2, 4, 5, 7 je péticiferné ¢islo. Musime odecist ty, které
maji na zacatku nulu: 4! moZnosti (moZnosti, jak sefadit za nulou zbyvajici Cislice)

. Celkovy pocet péticifernych ¢isel: 5!-4!

" a) &isla délitelnd Sesti

Ciferny soucet je délitelny tfemi: 2+4+5+7+0=18 = bude platit vZdy.

E Clslo je sudé: kon¢ina 0, 2, 4.

1 o ¢isla kon¢ici na 0: na zbyvajici Ctyfi mista miZeme napsat cokoliv ze zbyvajicich ¢isel
j = 4! moznosti (43 200),

. él’sla kon¢ici na 2: na prvnim misté nemize byt 0 = 3[3! (prvni ze ti, zbyvajici

. uspofddavame libovoln€) mozZnosti,

+ »  ¢isla konéici na 4: na prvnim misté nemiize byt 0 = 3[3! (prvni ze ti, zbyvajici
: uspofadavame libovoln€) moZnosti.

Kazdé &islo d&litelné esti patii do jedné z ptedchozich moZnosti, Zaddné nepatii do dvou =
- celkovy pocet ziskame souctem jednotlivych moznosti 4+3[3!+3[3!1=60.

- b) ¢&isla vetsi nez 50000
© Na prvnim misté mtZe byt bud’ ¢islo 5 nebo 7 = 2 moZnosti na prvni misto, zbyvajici ¢isla
' miZeme uspofadat libovoln¢ = 2[4!=48 moZznosti (2[4 320).

Pi.4: Reprezentacni hokejovy tym mad v nominaci 13 dto¢nikii, 7 obranct a dva brankafe.
a) Kolik Sestic (3 utocnici + 2 obranci + brankaf’) hraci mize trenér postavit na
uvodni stfidani?

b) Kolika zptisoby miiZe trenér sestavit cely tym (1. pétka, 2. pétka, 3. pétka, 4. dtok,
brankafr, nahradni brankar)?
(ani u uto¢nikl ani u obrancti nerozliSujeme jejich specializaci — levy, pravy, centr)

- a) Kolik Sestic (3 tito¢nici + 2 obranci + brankaf) hra¢i mtiZe trenér postavit na Gvodni

. stiidani?

Ke vSem moZnostem jak vybrat ito¢niky miiZzeme vystiidat vSechny moznosti vybéru dvojice
. obranct i vSechny mozZnosti vybéru brankafe = moznosti budeme mezi sebou nasobit:



! 13
' moznosti vybéru dto¢niki: vybirdme 3 ze 13 bez ohledu na poradi = 3 j ,

' 7
* moznosti vybéru obrancl: vybirdme 2 ze 7 bez ohledu na poradi = (2) ,

: 2
' moznosti vybéru obrancli: vybirdme 1 ze 2 bez ohledu na pofadi = (J ,

5 13Y(7)(2
. = celkem moznosti (kombinujeme mezi sebou): ( 3 ](2](1) =12012.

' b) Kolika zptisoby miiZe trenér sestavit cely tym (1. pétka, 2. pétka, 3. pétka, 4. titok, brankaf,
- nahradni brankai)?

+ Sestavy jednotlivych pétek mizeme mezi sebou kombinovat = moznosti pro jednotlivé fady
' mezi sebou ndsobime.

; otk 13) (7
Lo rvni pétka: ,
p p 3 ’

| 10) (5

. * druhd pétka: ,
; 3 2

! oL 7\ (3

e tieti pétka: ,

5 (J EEZJ

| 4
e Ctvrty utok: (3),

| o [2

: »  brankar: ,

| 1

: L . C(13) LT (10 (5) (7)) (3 (4) (2

i = celkovy pocet moZnosti: =6 054 048 000.
! 3)\2)\3)\2)\3)2)(3)1

Pr.5: V tfid€ 4.B se budou znamky z matematiky rozd€lovat losem. Celkem bude mezi 31
studentii rozdé€leno 3 jednicky, 8 dvojek, 15 trojek, 4 Ctytky a jedna pétka.
a) Kolik je moznosti, jak prid€lit 3 jednicky?
b) Kolik je moZnosti, jak rozd¢lit vSechny znamky?
¢) Kolik je moznosti, jak rozd¢lit vSechny znamky, pokud ma Kat'a K. dostat
jednicku, Marek s Radimem trojku a Pavel ma propadnout?

. Pi vybirdni student(, kteff dostanou zndmku, zéleZi pouze na tom, jakou zndmku jim
| pridélime, ne na tom, zda ji dostali jako prvni nebo tieti = sestavujeme kombinace.
i a) Kolik je moZnosti, jak pridé€lit 3 jednicky?

! 31
i Vybirdme 3 studenty ze 31 = ( 3 ] =4 495 moZnosti.

' b) Kolik je moznosti, jak rozdélit viechny zndmky?

Budeme postupné rozdélovat jednotlivé znamky, pocet studentd, které mame k dispozici se

| postupn¢ zmensuje, moznosti vybéru jednotlivych zndmek mizeme kombinovat = celkovy
- vysledek ziskdme vyndsobenim jednotlivych moznost:

! 31
. » jednicky: vybirdame 3 studenty ze 31 = [ 3 j moznosti,



28

g ] moznosti,

* dvojky: vybirdme 8 studentli z 28 = (
| : . 20
- trojky: vybirame 15 studentu z 20 = 15 moZznosti,
ey iy S5)
1o Ctyiky: vybirame 4 studenty z 5 = 4 moZznosti,

! 1
o pétka: jediny student = (J =1 moZnost,

i 31 (28) (20) (5) (1) . §
. = celkem =1,08 10 moZnosti.
| 3 8 15){4) {1

' ¢) Jak rozdé€lit znamky pii splnéni omezujicich podminek?

- Ctyfi studenti maji znamku jasnou pied losovanim = za&indme vybirat ze 27 studentd, u

- jednicek vybirdme pouze 2 (jednu jedni¢ku mé Két'a K.), u trojek vybirdme pouze 13 studentt
' (trojky md Marek s Radimem) a pétku nerozddvdme (dostane ji Pavel).

i 27) (25 (17 (4 ;
: = Celkem =9,04d0" moznosti.
; 2 8 13) | 4

Poznamka: Pfi rozdélovani znamek miiZeme samoziejmé postupovat i od pétek k jednickam.

o (31)(30)(26) (11)(3) . .
V bodu b) bychom pak ziskali vyraz ) 4 5108 195 jehoZz hodnota je stejna.

1!
315!

tfidu setadili do fady, rozdali znamky podle potadi a vysledek vyd¢lili poctem moZnosti, jak
mezi sebou promichat studenty se stejnymi znamkami.

Dalsi moznosti jak vyfeSit bod b) je vyraz ktery odpovidd tomu, Ze bychom

Pr. 6: Ve tiid¢ je 34 mist v lavicich po dvou. Cviceni z matematiky se tcastni 14 studentl
(8 divek a 6 klukll). Kolika zptsoby se mohou studenti rozesadit po tide:
a) bez dalSich podminek,
b) tak, aby sedé€li po dvojicich,
¢) tak, aby sed¢li po dvojicich stejného pohlavi,
d) tak, aby v Zadné lavici nesedéli dva studenti,
e) tak, aby kazdy kluk sed¢l s divkou a zbyvajici divky sed¢€ly spolu?

- a) bez dalsich podminek
' Postupné¢ piidélujeme jednotlivych studentiim Zidle:

- 1. student 34 moZnosti
i 2. student 33 moZnosti
14. student 21 moznosti = 34[33[320L1.[22[21

i Jiné feSeni:
| Ze tiiceti Ctyl mist vybirdme 14, zéleZi na pofadi (jiné€ pofadi vybrani mist znamena jiné
' rozsazeni studentdl, protoZe prvniho studenta divdme vZdy na prvni vybrané misto) =

: !
' sestavujeme 14 ¢lenné variace ze 34 = V,, (34) = % =34330.22121=1.2100%

' moZnosti



- Jesté jinak:
' Vybereme 14 mist ze 34, na poradi nezélezi (jde jen o to, které z mist obsadime) =

| 34y
K, (34) =(14j moZznosti.

+ Ted rozsadime studenty = vytvafime vSechna mozna poradi 14 studentii = 14! mozZnosti
' moznosti vybéru lavic i studentd navzdjem kombinujeme (na kazdém vybéru lavic miZeme
. vyzkousSet vSechna uspofadani studenti) = moZnosti navzdjem nasobime

! 34 ! !
. celkem: a4!= 34 a4!= ﬁ moznosti.
| 14 20!'04! 20!

' b) tak, aby sedé&li po dvojicich
- Budeme postupovat podobné jako v posledni verzi pfedchoziho bodu, nejdiive vybereme
' mista a na né rozsadime studenty:

: . 7 S y
- * moZnosti vybéru mist: ( ; j - ze sedmnécti lavic vybirdme 7 (14 mist), na potadi

nezalezi,
' » moznosti rozsazeni studentll na vybrand mista: 14!

| 17
- celkem: ( ; j[]]4! =1,700" moZnosti (na kazdém vybéru lavic miizeme vyzkouset viechna

' rozsazeni studentit).

¢) tak, aby sedéli po dvojicich stejného pohlavi
' Podobné piedchozimu bodu, nejdiive rozsadime divky, potom chlapce

! 17

» divky: ( 4 ] (8! (ze sedmndcti lavic vybirdme 4, pak rozsadime 8 divek)

i . (13 : : .

- chlapci: 3 (6! (ze zbyvajicich 13 lavic vybirdme 3, pak rozsadime 6 chlapci)
L . o 17 13 a .

' moZnosti mezi sebou ndsobime = celkem: 4 8! 3 (6!=1,9810" moZnosti (pokud

5 17 14
' nejdiive rozsadime chlapce, ziskdme vyraz (8! [6!, ktery ma stejnou hodnotu).
l 3 4

- d) tak, aby v Zadné lavici nesed€li dva studenti
+ Pokud nemaji v Zadné lavici sedét dva studenti, musime:

! 7
. » vybrat lavice: vybirdme 14 lavic ze 17, nezalezi na potfadi = (14} moznosti,

. » do vybranych lavic rozsadime studenty = 14! moznosti,

-+ kazdy ze studentl m4 moZnost si vybrat ze dvou mist = 2'* moZnosti ,
' jednotlivé moznosti miiZzeme navzdjem kombinovat = moznosti mezi sebou ndsobime:

E 17 14 17 v P
gcelkem: 14 d4!'2" =9,7100"" moznosti.

' e) tak, aby kazdy kluk sedél s divkou a zbyvajici divky sedély spolu
. Bude obsazeno 7 lavic:



! 7
1 o vybereme 7 lavic, nezélezi na potadi: (7 moznosti,

* vybereme lavice, ve které budou sedét dvé divky: 7 moZnosti,

! 8
- *vybereme dve€ divky, které sedi spolu a posadime na dvé mista v lavici: (J 2,

* rozsadime zbyvajici divky do lavic: 6! moZnosti,

. » rozsadime zbyvajici chlapce do lavic: 6! moZnosti,

. dvojice v lavici miiZzeme prohazovat v rdamci lavice: 2° moZnosti,

jednotlivé mozZnosti miiZzeme navzdjem kombinovat = moznosti mezi sebou ndsobime:

| 17 8 s "
Ecelkem: ; 7 5 R6!6!2° =2,5300" moznosti.

Dodatek: Zpiisobil jak sestavovat vyrazy, které jsou feSenim jednotlivych bodi, je vétSinou

vice. Napftiklad pro posledni bod mizeme sestavit i vyraz

17) (8 16
( { ][EZJ 2 Eﬁ 6 j%!%!ﬂ" . Kdyby byl néktery ze studentd hotovy diiv, muzete
mu ho zadat na rozlusténi (postupné: vybereme jednu lavici pro dvé holky,
vybereme tyto dvé holky, rozsadime je do lavice, vybereme lavice pro Sest
smiSenych dvojic, rozsadime holky, rozsadime kluky, prohaZeme dvojice

v lavicich).

Shrnuti:

Pti feSeni kombinovanych dloh musime postupovat postupné.



